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x

f x
→∞

= ∞ 

b( ��0�$�(	
 ���1	
 !��2�  
1 (�	� ���( )lim

x a
f x

→
= ∞  

       �!�6�
����( ) : x a∆ =" ��	
� fC���%� a. 
2 (�	� ���( )lim

x
f x b

→∞
=  

     �!� 6�
���� ( ) : y a∆ =" ��	
� fC���%� ∞. 

3 (�	� ���( )lim
x

f x
→∞

= ∞�	� � 6�
� ( )
lim
x

f x

x→∞
. 

(a      �	� ��� ( )
lim
x

f x

x→∞
= ∞  

    �!�fC���%� �����,� �� � $<	%�� 	��%�� 	��� "�
� ∞. 

(b      �	� ��� ( )
lim 0
x

f x

x→∞
=  

    �!�fC���%� "�(	�,� �� � $<	%�� 	��%�� 	��� "�
� ∞. 

(c      �	� ��� ( )
lim 0
x

f x
a

x→∞
= ≠�	� � 6�
� ( )( )lim

x
f x ax

→∞
−. 

(i              �	� ��� ( )( )lim f x ax b− =  

         �!� 6�
���� ( ) : y ax b∆ = +" ��	
� fC���%� ∞. 
(ii             �� �	� �( )( )lim f x ax− = ∞ 

          �!� fC$<	%�� 	��%�� 	��� "�
� y ax=���%� ∞. 

 
�&'(�:  

6�
���� ����( ) : y ax b∆ = +" 	��	
� fC���%� ∞ ��� �
�� ��� 
�	�( ) ( )( )lim 0f x ax b− + = 

�5 ��� �< "�A�� �	� ��� ��(	B� ;�< "�#����( ) : y ax b∆ = + 
��	� ��� �5 ��	
�( )f x"�� ��� ���� ( ) ( )f x ax b h x= + + 

=�( )lim 0
x

h x
→∞

=. 

  3  ��&'(�	
 ,"�. 
(a�&	#�� "��  ( )f x m==�	
� �
� "�(	�5 �< fC =� 

6�
����( ) : y m∆ =. 
(b�&	#�� "��  ( ) 0f x ==�	
� �
� "�(	�5 �< fC �� � =� 
	�,�"�(. 
(c�&	#�� "��  ( ) ( )f x g x==�	
� �
� "�(	�5 �< fC� gC. 
(d� %����� "��  ( ) ( )f x g x≤ ���� ��� �3	%�� �< 
	>��fC� � gC. 
(e=C� ����& "%5 �� fC6�
���� ����	� ( ) : y ax b∆ = + 6�
� 

8�	�� ����&�( )f x y− 
 (*�	� ���( ) 0f x y− ≥�!� fC��� &%�� ( )∆. 
 (*�	� ���( ) 0f x y− ≤�!� fC� � &%�� ( )∆. 
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 ���	
 �
��	
����	
 
 �����	
 �
��	


I����	
 �
��	
 . 
 ����� ���	
� ��	� �� ����� ����� �� ��� �� �� �� ��
��

( ), , ,o i j k
�� �

. 

  1   ��
� 
�� �!
	� ( ) ( ), , , ,v x y z u x y z′ ′ ′� �
 

 ����
2 2 2 .u x y z u v xx yy zz′ ′ ′= + + = + +� � �

 

  2   ��
"#�� �!
	� ( ) ( ), , , ,B B B A A AB x y z Aو x x z  

����       ( ), ; ;B A B A B AAB x x y y z z− − −
����

  

          ( ) ( ) ( )2 2 2

B A B A B AAB x x y y z z= − + − + − 

  3   �����
 �� �	
 �! �������	
� ����"���	
. 

(a ��� ( )P$�
��  .� ���� ��% &����� &� 
( )P &� 
� �� n
�

 

 ��#
�� &� ��( )D ��% '���% ( )P. 

 

(b $�
��� �!
	� ( ) : 0P ax by cz d+ + + = 

 &� 
��( ), ,n a b c
�

 ��% &����� ( )P. 

c(#�� ���$�� ������ �%"�� &'(� )���� �	��(� . 

��(� : $�
��� &�
����� &��	� ��*( )P �� ���� ( )1, 1,2A − 

 &� 
���( )2,1, 1n −�
+��% &����� : 

 �"�'%	
1  :   ( ) ( ), , . 0M x y z P AM n∈ ⇔ =
����� �

 

( ) ( ) ( )

1 2

1 . 1 0

2 1

2 1 1 2 0

x

y

z

x y z

−   
   ⇔ + =   
   − −   

⇔ − + + − − =

 

�,� : ( ) : 2 1 0P x y z+ − + = 

 �"�'%	
2 : ����( )2,1, 1n −�
 ��% &����� ( )P &��	� �,� ( )P ��% 

 ��-2 1 0x y z+ − + = ����� ( ) ( )1, 1,2A P− ∈ �,� 

2 1 2 0d− − + = ��	� 1d = �,� ( ) : 2 1 0P x y z+ − + =. 

d(����"��� ���(� . 

 ���( ) ( )D 
#���� �� ��� � ′Dو�� ( , , )u a b c
�

 � 

( ', ', ')v a b c
�

���
� ��% : 

 ����( ) ( )D D′⊥ ��� �,� "#�� �,� u v⊥� �
 ��	� . 0u v =� �

 ��	� 

0aa bb cc′ ′ ′+ + =. 
e()����� *�"��� ���(� . 

(i ��� ( )D � + �� ��#
�� u
�

 � ( )P � + �� $�
�� w vو
� �

 . 

 ����( ) ( )D P⊥��� �,� "#�� �,�  

   
u v

u w

⊥
 ⊥

� �

� � ��	� 
. 0

. 0

u v

u w

=
 =

� �

� �. 

 
 
 

(ii ��� ( )D � + �� ��#
�� ( , , )u a b c
�

 � ( )P ���
 .�*! $�
�� 

( , , )n α β γ�
+��% &����� . 

 (* ����( ) ( )D P⊥ 1��� �,� "#�� �,� n uو
� �

��
��#
�� . 

��	� 0
a a b

b c c

α α β
β γ γ

= = = 

 (* ����( ) ( )//D P�� �,�  1��� �,� "#u n⊥� �
 ��	� . 0u n =� �

 

(iii ��#
��� ��� �,� ( )D $�
��� ��% '���% ( )P�2� : 

 (* � &� �� &� 
� ��( )D ��% &����� ���
 ( )P. 

 (* ��% &����� &� 
� ���( )P � &� �� ���
 ( )D. 

 
 
 
f(������� ���(� . 

(i ��� ( ) ( )Q 
���� � Pو�� n
�

 �n ′���
� ��% �����% ��
����� �. 

 (* ����( ) ( )P Q⊥ ��� �,� "#�� �,� n n′⊥� �
 ��	� . 0n n′ =� �

. 

 (* ����( ) ( )//P Q ��� �,� "#�� �,� n
�

 �n ′�����#
��  . 

(ii��
��� �!
	�  ��( ) : 0P ax by cz d+ + + = 

               � ( ) : 0Q a x b y c z d′ ′ ′ ′+ + + =  

 ����( ) ( )P Q⊥ �,� "#�� �,� 0aa bb cc′ ′ ′+ + =. 

g()���� �� �%"� �!��� . 

(i ��� ( )P� $�
�� A �� &"#� ����� 

 � H � '���	� "#��� A ��% ( )P 

 &����� AH &���� ���
 A  �%( )P   

  �
���( )( ),d A P AH=. 

(ii $�
��� �!
	� ( ) : 0P ax by cz d+ + + =  

                  &"#���( )0 0 0, ,A x y z. 

 ����         ( )( ) 0 0 0

2 2 2
,

ax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
. 

 

(II���	
 . 
  1   �34��� �
� &���� Ω ��%�	-� r� �3  "#�� &%�� M �
� 

 5#*
M rΩ =. 

  2   &���� &��	� ( )S �34��� �
� ( ), ,a b cΩ ��%�	-� r�3 : 

            ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − = 

�! ��#���- ��% &��	�� �	 �� �-� :
2 2 2 0x y z x y zα β γ δ+ + + + + + =. 

 
 
 

 
 
 
 

n
�

)P

( )D

n
�

 

)P 
.A .M 

n
�

 

)P 

u
�

 

( )D 

n
�

 

)P 

( )D 

)P 
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  3  &%�� �� �!
	�  

               ( ) 2 2 2: 0x y z x y zα β γ δΓ + + + + + + = 

 &%�� �� &	�!" &���� � � ��( )Γ��
#��" 6��3 . 

�"�'%	
1 : 7��
2 2 2

d c b a
γ β αδ − − −= = = = ��*�� 

2 2 2a b c d+ + − 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − < �2� Γ = ∅ 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − = �2� ( ){ }, ,a b cΓ = Ω 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − > �34��� &��� �2� ( ), ,a b cΩ 

 ��%�	-�2 2 2r a b c= + +. 
"�'%	
�2 ��- ��% ��	 �� &��	�� ���*
! ��#�  

                        ( ) ( ) ( )2 2 2
x a y b z c k− + − + − = 

 &��3 &#!�"
� &���! ���	
��!

2 2
2

2 2
X X X

α αα    + = + −   
   

 

 (* ��� �,�0k < �2� ( )Γ = ∅ 

 (*,� ��� �0k = �2� ( ) ( ){ }, ,a b cΓ = Ω 

 (* ��� �,�0k > �2� ( ), ,a b cΩ ��%�	-� r k=. 

  4    �+'�%�, �-.� �!'(� ��! �	��(�. 

 ��
( )S �*� &���  �3��"8�[ ]AB &��	� ��% ��9*� ( )S 6��3 

��
#��": 
�"�'%	
1   

( ) ( ), , . 0 . 0
A B

A B

A B

x x x x

M x y z S AM BM y y y y

z z z z

− −   
   ∈ ⇔ = ⇔ − − =   
   − −   

����� �����

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z⇔ − − + − − + − − = 

 �"�'%	
2: 
 &:�9� ;�-�!� ��	
�� 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − = 

  5   )����� ��! 0%�"�. 

(a��
  ( )S �34��� &��� Ω ��%�	-� r� ( )P &���� � � �� $�
�� 

 7"�#
( )S � ( )P ���*! ��#� ( )( ),d d P= Ω1<�* .=( 6��3� : 

(i 1��� �,� d r> �2� ( )P >��? � �� ( )S) ( )P 7"#� < ( )S.( 

(ii ��� �,� d r= �2� ( )P� ( )S ;��*� &"#� �� ��	"�#
� H ��#�� 

 �� &�*� A,3 ��( )P � B��� ( )S �� H B��
� "#�� H��� �3  "#

 � '���	�Ω ��% ( )P. 

(iii 1��� �,� d r< $�
��� �2� ( )P 7"#� ( )S ;�C��� 5�� ( )� 
 $�
��� ��� ;�� ���( )P �3 �34��� �
� H � '���	� "#��� Ω 

 ��%( )P ��%�	-� 2 2r r d′ = −. 

(b 1��� �,� ( )( ),d PΩ �2� ( )PΩ ∈��#��  $�
��� �� &�*� A,3 �� 

( )P'�"8 $�
��  . $�
��� &�*� A,3 ���( )P &���� 7"#� ( )S 5�� 

 $�!�� ;�C���( )� ��� ;�� ��� ( )P�34��� �
�  Ω �3 ��%�	-� 

r. 

(c ��
 ( )S �34��� &��� Ω ��%�	-� x. 

(i ���� ( )P � ����� ( )S,�  ��� �,� "#�� �( )( ),d P rΩ =. 

 

(ii ���� ( )P � ����� ( )S �� A ��� �,� "#�� �,� ( )AΩ ��% '���% 

( )P �� A. 

(iii &���� B���� $�
��� ( )S �� A �� ���� $�
��� �3 A � AΩ
����
 

+��% &�����. 
  6    *�"���� ��! 0%�"�: 

 ��#
��� �!
	�  ( )
0

0

0

:

x x t

D y y t

z z t

α
β
γ

= +
 = +
 = +

 

 &�����( )S��
��	� �
�  : 

( ) 2 2 2: 0S x y z ax by cz d+ + + + + + =  

 &���� 7"�#
 &���� � � ��( )S ��#
���� ( )D&���� �*! ��#� : 

 
( )
( )
( )

( )

0

0

0
2 2 2

1

2

3

0 4

x x t

y y t

z z t

x y z ax by cz d

α
β
γ

 = +
 = +
 = +
 + + + + + + =

 

 ��	� �,��x  � y  � z   ��)4 ( &���(� & ��� �� &��	� ��% �9*�
 ���� �t. 

 ���∆&��	�� A,3 4��� : 

(i ��� �,� 0∆ <�� B� &��	�� �2�  �,� �* ( )D 7"#� < ( )S. 

(ii ��� �,� 0∆ = �,� ���*� =* �!#
 &��	�� �2� ( )D 7"#� ( )S �� 

 ;��*� &"#�H�� ��#��  �� &�*� A,3 ( )D � B��� ( )S �� H. 

(iii ��� �,� 0∆ > ����
?� ���* �!#
 &��	�� �2� 2 1t ) �,� tو )D 7"#� 

( )S ��
"#� �� B �*% ��9�� �A 1��(��*و� B � Aو�	� 

2 1t �� tو )3(� ) 2(� ) 1.( 

(III�����	
 �
��	
  

1D ��� ( ), , ,o i j k
�� �

��-�!� ������ ����	
� ���	� . 
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	�� ��
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x
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z
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 ′ 

�
 � 
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u y

z

 
 
 
 
 

�
 

 ����  .
y y x x x x

u v i j k
z z z z y y

′ ′ ′
∧ = − +

′ ′ ′
�� �� �

 

  2   ��
� 
�� ���
 u
�

 � v
�

 ��� �,� "#�� �,� ����#
�� 0u v∧ =� �
 

  3   (a 1��� �,� u
�

 � v
�

 $�
�� ��
� �� ��
� 
� ( )P �2� u v∧� �  

 ��% &�����( )P. 

(b ��
 , ,C B A &��#
�� ��E "#� .=(  ) ��	�0AB AC∧ ≠
���� ����

 ( &� 
��

AB AC∧
���� ����

 $�
��� ��% &����� ( )ABC. 

  4    .�(�� &*��� ( )ABC �3  
1

2
S AB AC= ∧

���� ����

 

  5    F=�� '4��
�� &*���( )ABCD �3 S AB AD= ∧
���� ����

 

  6    ��� ( )D �� ��� ��#
�� A &� 
��! + ��� u
�

 ��
� M&"#� . 

����  ( )( ),
AM u

d M D
u

∧
=

����� �

� 

  7   (* u v v u∧ = − ∧� � � �
  

     (*  ( ) ( )u v u v u vα α α∧ = ∧ = ∧� � � � � �
 

    (*    ( )u v w u v u w∧ + = ∧ + ∧� � � � � � �
     

     (*    ( )u v w u v v w+ ∧ = ∧ + ∧� � � � � � �
 

  8   ��#
�� 7"�#
 &���� � � �� ( )D &���� ( )S ���* ���� 

( )( ),d DΩ�
�
�� �( 7"�#
� >. 

 



وا���� ی����ر���ا��وال ا�� 

(I          ������� 	
������� ����  
   1    ����
 

 ������ ���	�� 
����� ���������� ���	 ���F���	��  

                   
] [: 0,

1

f IR

x
x

+∞ →

→
 

  ���� ����� (1) 0F = �� ��� ���� ln �� Log 

��� �� 
(a      (∗  ] [ln : 0, IR+∞ →     

          (∗  ] [ln 0,D = +∞ 

(b     (∗���   ���	�� �( ) ln( ( ))f x u x= 

              ��	� ( ) 0fx D u x∈ ⇔ > 

       (∗  ���	�� ���� ( ) ln ( )f x u x=   

              ��	�  ( ) 0fx D u x∈ ⇔ ≠      

 
(c     (∗ ln(1) 0=       
       (∗  ln( ) 1e =     ) �� 2,71828e � (   

      (∗  ( ) : ln( )rr Q e r∀ ∈ = 
 
  2  ������ ������ ln   

        � ��  0a >    �  0b >  �  r Q∈    
      (∗ ln( ) ln lnab a b= +     

      (∗ ln( ) lnra r a=  

      (∗ 
1

ln( ) ln a
a

= −         

      (∗ ln( ) ln ln
a

a b
b

= −  

      (∗ ln lna b a b= ⇔ =   
      (∗  ln lna b a b< ⇔ <  

 ����� : 
(∗ �� �!" 0ab >  �#$         :ln( ) ln lnab a b= +  

(∗ �� �!" 0
a

b
>   �#$       :ln( ) ln ln

a
a b

b
= − 

(∗ �� �!" 0na >  �#$       :ln( ) lnna n a=    
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� �            
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u x
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u x
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    lim ln( ) (

x
x a

→+∞
= +∞     )   ln( )+∞ = +∞ (  

    
0

lim ln( ) (
x

x b
+→
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x x
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 (II         ������� #$� ����  
  1  ����
  
 ��� ��� ���	�� 
����� &�� ���	 ��� ��	�� ln��� ���� 

     ������ xx e→ 
����� 

(a    (∗  ���	�� xx e→ '�( �$��� R.  

       (∗ ( ) : 0xx e∀ ∈ >R  

 (b   (∗  0 1e =     (∗ 1e e=   

(c    (∗ ( ) : ln( )xx e x∀ ∈ =R  

        (∗ ln( )( 0) : xx e x∀ > = 

(d    (∗ ( ) ( 0) : ( )xx y e y ln y x∀ ∈ ∀ > = ⇔ =R 
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      (∗ 
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  1  ����
 

   � ��{ }1a ∗+∈ −R &��*� ���������� ���	 ���    a 

 �� ��� ��� ���� ���	��loga �� �$������  :  

          ln
( 0) : log ( )

lna

x
x x

a
∀ > =     

 ���� �(�� 
(*     ���	�� 10log+��� ���������� ���	 '��� ��� ���� 
� 

��  ����� log  

            
10

ln
( 0) : log( ) log ( )

ln10

x
x x x∀ > = = 

(* &���� ,�! ���������� ���	 �- 
������ ���������� ���	 e.  
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I dx
u x

α=
+∫

 OPو� ( )t u x=    

(b 0 إذا آ�ن∆ >  ��#� ( )P x  ( ) ( )( )p x a x xα β= − − GU 

���>�W أن 
1 1 1 1

( )
( )P x x xα β α β

= −
− − −

 ��#��� GU   
'u

u
  

(c 0 إذا آ�ن∆ =   

2 2

1 ( ) ' 1

( ) ( )

x
I dx dx

x x x

α
α α α

−  = = = − − − − 
∫ ∫ 

(3  
2

( )P x
I dx

ax bx c
=

+ ) ���ي ��5	 ∫+ )P x ��� 

2ax bx c+ + ��#��� GU  
'u

u
 أو 

2

'

1 ( )

u

u+
 .  

(4   ( )nI P x ax bdx=  أو ∫+
( )

n

P x
I dx

ax b
=

+∫  

 OP�                  nt ax b= +    

(5 ( )cos( )I P x ax dx= ) أو ∫ )sin( )I P x ax dx=  أو ∫

( ) kxI P x e dx= ∫  ←  OPاء و�� ا������	 ��8ج

( ) ( )

'( ) cos( ).....

f x P x

g x ax

=
 =
  

(6 ( )cos ln( )I P x x dx= ) أو ∫ ) tanI P x Arc xdx= ∫   

←  OPاء و�� ا������	 ��8ج
( ) ln ( arctan )

'( ) ( )

f x x ou

g x P x

=
 =
   

(7  cos( )kxI e ax dx= ∫  sin( )kxI e ax dx= ∫ 

I ا������	 ��8ج�اء ��ت�� و��" ← A Iα= +  

(8  
1

x
I dx

ae b
=

+∫  . 

'

( )

x x

x x x

e e u
I dx dx

e ae b a be u

− −

− −= = =
+ +∫ ∫ ∫   

(9  
(ln )rx

I dx
x

= ∫   

1(ln ) 1
(ln ) '(ln ) (ln )

1

r
r rx

I dx x x dx x
x r

+ = = =  + 
∫ ∫ 

(10  
( ) ( )

( ( ))n

u x v x
I dx

w x
= ∫    

←  OPاء و�� ا������	 ��8ج

'( )
'( )

( ( ))

( ) ....

n

w x
f x

w x

g x

 =

 =

  

(V$�23ـــــ ت"� ـــــــــ���ـــــ�ب ا��ـــــــ�ت  
�"ــــــ�ب ا�*"ــــ���ت  )1 

(a ���� f ��� 	�
] دا�	 �� ],a b ( )a b< و���� ( )E ��Fا� 


/ر �ـ Fا��fC و ( ' )x Ox و x a= و x b= .  

 ��Fا� 	)���( )Eه�   A(E)=( ( ) ) .
b

a
f x dx u a∫    

 :��4ـــــــ� 
(* Y0 إذا آ��f   ی/ج" :/ق �F/رfC ی#>� ≤

)=A(E):@ن  ا8:�ص��  ( ) ) .
b

a
f x dx u a∫ 

(* Y0 إذا آ��f   ی/ج" ت YF�F/رfC ی#>� ≥

)=A(E) ا8:�ص�� :@ن  ( ) ) .
b

a
f x dx u a−∫.  

  إذا آ��Y ت-�� ا\�4رة   �6Z   :@ن *)

A(E)= ( ) ( )
b

a
f x dx f x dx

α

α
−∫ ∫.  

(b ����  f وg ��� ����
] دا���� �� ],a b ( )a b< و���� ( )E 


/ر �ـ Fا�� ��Fا�fCو gC و  x a= و x b= .  

��� ��Fا� 	)( )E  ه� A(E)=( ( ) ( ) ) .
b

a
f x g x dx u a−∫    

����ـــــــ� : 
(* Yإذا آ�� f g≥ �<#ی fC ی/ج" :/ق gC  

=A(E) :@ن  ( ( ) ( ))
b

a
f x g x dx−∫ 

(* Yإذا آ�� f g≤ �<#ی fC YFی/ج" ت gC 

=A(E)  :@ن  ( ( ) ( ))
b

a
g x f x dx−∫  

(* Oإذا آ�ن وض fC ـ� 	N�<��� gC��-ی�  

 @ن  :
 

A(E)= ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
b

a
g x f x dx f x g x dx

α

α
− + −∫ ∫ 

(c إذا آ�ن    i cmα=
�

jو  cmβ=
�

  

u.2      :@ن و("ة �N5س ا����(�ت ه/  a cmαβ= 

 9م ـــــــــ �"�ب ا�67)2
(a ���� ( )S   ����� ) ��Vا� �أ�` ( 


/ر �ـ  V و���� Fئ ا���  (�G ا��
 

( )S و ا����/ی�� z a= وz b=  

إذا آ��Y ا�"ا�	   
[ ]: ,

( )

S a b IR

t S t

→
→

  

 ��� 	�
��[ ],a b     ن@: V=( ( ) ) .
b

a
S t dx u v∫  

 )( )S t Ob�Cئ ت�) ه� ���(	 ا�� )S و ا����/ى z t= (  

 (b ����  f ��� 	�
] دا�	 �� ],a b  

  (/ل �F/ر ا8:�ص�� دورةfCإذا دار 

  آ���	 :@�� ی/�" ����� ی��� ���G دوران ،
 Gه!ا ا���� G�)ه/  و 

             2( ( ( ) ) ) .
b

a
V f x dx u vπ= ∫  

 
 


