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( )( )( ) ( )
( )( )2tan

1

u x
Arc u x

u x

′′ =
+

 
22 ( 

( )( ) ( ) ( )( )cos sinu x u x u x′ ′= − 

23 (( )( )( ) ( ) ( )( )( )2tan 1 tanu x u x u x′ ′= + 

 



  6  �	

 �����: 
���
 f"	%� ��� �	
���
 ���	� �
�& I. 

(a���� f&��.� ��� ��I�	� ��� �
�� ��� : 
           ( ) ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≥. 

(b���� f��� ��(�	�� I�	� ��� �
�� ��� : 
           ( ) ( ) 0x I f x′∀ ∈ ≤. 

(c���� f��� ���	� I�	� ��� �
�� ���  : 
            ( ) ( ) 0x I f x′∀ ∈ =. 

 
 

  7   �	

 !��-�: 
���
f"	%� ��� �	
���
 ���	� �
�& I .�
�&�
 ����f ′′	�����  
��0x��	� ��� &
�� ��� f ′�� 8�	�9� ��4�� 6&#�� 0x. 

  8  �"��	
: 
���
f"	%� ��� ����� �	
���
 ���	� �
�& I. 

(a���� fC 	�& � "∪ " �	� ��� �
�� ��� ( ) ( ): 0x I f x′′∀ ∈ ≥. 
(b���� fC ��#
�" ∩"   �	� ��� �
�� ��� ( ) ( ): 0x I f x′′∀ ∈ ≤. 

  9  !�-"�
 �-��. 
���
f"	%� ��� ����� �	
���
 ���	� �
�& I���
� 0x I∈ .

 ��
�
� ����( )( )0 0,M x f x��	� ��� �
�� ��� '	�#�� ��
� f ′′ 
�� 8�	�9� ��4�� 6&#��0x. 

�&'(�: 
(a��	� ��� f�� 8�	�9� ��4� 3� 6&#�� 0x �!� 

��
�
�( )( )0 0,M x f x ��
�
� ;�< �� )	��
� ����� '	�#�� ��
� 
"�(	�,� �� �
 	�.��� 

(b �#
�
� ����& �5 '	�#�� �
� =��% &�& � 	�&�5 ��� 
�� �( )f x′′	>��	�� ?�&�� . 

II��	

	 #�����	
 �����	
  
  1   ����� ��'�–����� /+�� . 
(a6�
���
� ���� ( ).x a∆ =�����
� "*	�� �� � fC ��� �
�� ��� 
�	�:       (*"�
x�� fD     2 fa x D− ∈ 

           (*( ) ( ) ( ): 2fx D f a x f x∀ ∈ − = 
 

 (b��
�
� ���� ( ),a bΩ�� ��
� "*	�� .��� fC ��� �
�� ��� 
�	�:      (*"�
x�� fD     2a x D− ∈  

          (*( ) ( ) ( ): 2 2fx D f a x b f x∀ ∈ − = − 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  2  ��0�$�(	
 ���1	
 . 
 a(!��"�  

�� "�
� fC�	� ��� 	�@	>� 3 	��� "�
� ( )lim
x a

f x
→

= ∞ 

�5( )lim
x

f x b
→∞

=�5 ( )lim
x

f x
→∞

= ∞ 

b( ��0�$�(	
 ���1	
 !��2�  
1 (�	� ���( )lim

x a
f x

→
= ∞  

       �!�6�
���
�( ) : x a∆ =" ��	
� fC���%� a. 
2 (�	� ���( )lim

x
f x b

→∞
=  

     �!� 6�
���
� ( ) : y a∆ =" ��	
� fC���%� ∞. 

3 (�	� ���( )lim
x

f x
→∞

= ∞�	� � 6�
� ( )
lim
x

f x

x→∞
. 

(a      �	� ��� ( )
lim
x

f x

x→∞
= ∞  

    �!�fC���%� �����,� �� � $<	%�� 	��%�� 	��� "�
� ∞. 

(b      �	� ��� ( )
lim 0
x

f x

x→∞
=  

    �!�fC���%� "�(	�,� �� � $<	%�� 	��%�� 	��� "�
� ∞. 

(c      �	� ��� ( )
lim 0
x

f x
a

x→∞
= ≠�	� � 6�
� ( )( )lim

x
f x ax

→∞
−. 

(i              �	� ��� ( )( )lim f x ax b− =  

         �!� 6�
���
� ( ) : y ax b∆ = +" ��	
� fC���%� ∞. 
(ii             �� �	� �( )( )lim f x ax− = ∞ 

          �!� fC$<	%�� 	��%�� 	��� "�
� y ax=���%� ∞. 

 
�&'(�:  

6�
���
� ����( ) : y ax b∆ = +" 	��	
� fC���%� ∞ ��� �
�� ��� 
�	�( ) ( )( )lim 0f x ax b− + = 

�5 ��� �< "�A�
� �	� ��� ��(	B
� ;�< "�#����( ) : y ax b∆ = + 
��	� ��� �5 ��	
�( )f x"�� ��� ���� ( ) ( )f x ax b h x= + + 

=�( )lim 0
x

h x
→∞

=. 

  3  ��&'(�	
 ,"�. 
(a�
&	#�
� "��  ( )f x m==�	
� �
� "�(	�5 �< fC =� 

6�
���
�( ) : y m∆ =. 
(b�
&	#�
� "��  ( ) 0f x ==�	
� �
� "�(	�5 �< fC �� � =� 
	�,�"�(. 
(c�
&	#�
� "��  ( ) ( )f x g x==�	
� �
� "�(	�5 �< fC� gC. 
(d� %����
� "��  ( ) ( )f x g x≤ ���� ��
� �3	%�
� �< 
	>��fC� � gC. 
(e=C� ����& "%5 �� fC6�
����
 ����
	� ( ) : y ax b∆ = + 6�
� 

8�	�� ����&�( )f x y− 
 (*�	� ���( ) 0f x y− ≥�!� fC��� &%�� ( )∆. 
 (*�	� ���( ) 0f x y− ≤�!� fC� � &%�� ( )∆. 
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 ��
�	
 �
��	
���
�	
 
 �����	
 �
��	


I���
�	
 �
��	
 . 
 ����� ���	
� ��	� �
� ����� ����
� �� ��� �� �� �� ��
��

( ), , ,o i j k
�� �

. 

  1   ��
� 
�
� �!
	� ( ) ( ), , , ,v x y z u x y z′ ′ ′� �
 

 ����

2 2 2 .u x y z u v xx yy zz′ ′ ′= + + = + +� � �

 

  2   ��
"#�
� �!
	� ( ) ( ), , , ,B B B A A AB x y z Aو x x z  

����
       ( ), ; ;B A B A B AAB x x y y z z− − −
����

  

          ( ) ( ) ( )2 2 2

B A B A B AAB x x y y z z= − + − + − 

  3   ���
��
 �� �	
 �! �������	
� ����"���	
. 

(a ���
 ( )P$�
��  .� ���� ��% &����� &� 
( )P &� 
� �� n
�

 

 ��#
��
 &� ��( )D ��% '���% ( )P. 

 

(b $�
��
� �!
	� ( ) : 0P ax by cz d+ + + = 

 &� 
�
�( ), ,n a b c
�

 ��% &����� ( )P. 

c(#�
� ���$�� ������ �%"�� &'(� )���� �	��(� . 

��(� : $�
���
 &�
����� &
��	� ��*( )P �� ���
� ( )1, 1,2A − 

 &� 
�
��( )2,1, 1n −�
+��% &����� : 

 �"�'%	
1  :   ( ) ( ), , . 0M x y z P AM n∈ ⇔ =
����� �

 

( ) ( ) ( )

1 2

1 . 1 0

2 1

2 1 1 2 0

x

y

z

x y z

−   
   ⇔ + =   
   − −   

⇔ − + + − − =

 

�,� : ( ) : 2 1 0P x y z+ − + = 

 �"�'%	
2 : ����
( )2,1, 1n −�
 ��% &����� ( )P &
��	� �,� ( )P ��% 

 ��-2 1 0x y z+ − + = ����
� ( ) ( )1, 1,2A P− ∈ �,� 

2 1 2 0d− − + = ��	� 1d = �,� ( ) : 2 1 0P x y z+ − + =. 

d(����"��� ���(� . 

 ���
( ) ( )D 
#���� �� ��� � ′Dو�� ( , , )u a b c
�

 � 

( ', ', ')v a b c
�

�
��

� ��% : 

 ����( ) ( )D D′⊥ ��� �,� "#�� �,� u v⊥� �
 ��	� . 0u v =� �

 ��	� 

0aa bb cc′ ′ ′+ + =. 
e()����� *�"��� ���(� . 

(i ���
 ( )D � + �� ��#
�� u
�

 � ( )P � + �� $�
�� w vو
� �

 . 

 ����( ) ( )D P⊥��� �,� "#�� �,�  

   
u v

u w

⊥
 ⊥

� �

� � ��	� 
. 0

. 0

u v

u w

=
 =

� �

� �. 

 
 
 

(ii ���
 ( )D � + �� ��#
�� ( , , )u a b c
�

 � ( )P ���
 .�*! $�
�� 

( , , )n α β γ�
+��% &����� . 

 (* ����( ) ( )D P⊥ 1��� �,� "#�� �,� n uو
� �

��
��#
�� . 

��	� 0
a a b

b c c

α α β
β γ γ

= = = 

 (* ����( ) ( )//D P�� �,�  1��� �,� "#u n⊥� �
 ��	� . 0u n =� �

 

(iii ��#
��
� ��� �,� ( )D $�
��
� ��% '���% ( )P�2� : 

 (* � &� �� &� 
� ��( )D ��% &����� ���
 ( )P. 

 (* ��% &����� &� 
� ���( )P � &� �� ���
 ( )D. 

 
 
 
f(������� ���(� . 

(i ���
 ( ) ( )Q 
���� � Pو�� n
�

 �n ′�
��

� ��% �����% ��
����� �. 

 (* ����( ) ( )P Q⊥ ��� �,� "#�� �,� n n′⊥� �
 ��	� . 0n n′ =� �

. 

 (* ����( ) ( )//P Q ��� �,� "#�� �,� n
�

 �n ′�����#
��  . 

(ii��
��
� �!
	�  ��( ) : 0P ax by cz d+ + + = 

               � ( ) : 0Q a x b y c z d′ ′ ′ ′+ + + =  

 ����( ) ( )P Q⊥ �,� "#�� �,� 0aa bb cc′ ′ ′+ + =. 

g()���� �� �%"� �!��� . 

(i ���
 ( )P� $�
�� A �� &"#� ����
� 

 � H � '���	
� "#��
� A ��% ( )P 

 &����
� AH &���� ���
 A  �%( )P   

  �
���( )( ),d A P AH=. 

(ii $�
��
� �!
	� ( ) : 0P ax by cz d+ + + =  

                  &"#�
��( )0 0 0, ,A x y z. 

 ����
         ( )( ) 0 0 0

2 2 2
,

ax by cz d
d A P

a b c

+ + +
=

+ +
. 

 

(II��
�	
 . 
  1   �34��� �

� &���
� Ω ��%�	-� r� �3  "#�
� &%�� M �

� 

 5#*
M rΩ =. 

  2   &���
� &
��	� ( )S �34��� �

� ( ), ,a b cΩ ��%�	-� r�3 : 

            ( ) ( ) ( )2 2 2 2x a y b z c r− + − + − = 


�! ��#���- ��% &
��	�
� �	 �� �-� :
2 2 2 0x y z x y zα β γ δ+ + + + + + =. 

 
 
 

 
 
 
 

n
�

)P

( )D

n
�

 

)P 
.A .M 

n
�

 

)P 

u
�

 

( )D 

n
�

 

)P 

( )D 

)P 
H 

A 



  3  &%�� �
� �!
	�  

               ( ) 2 2 2: 0x y z x y zα β γ δΓ + + + + + + = 

 &%�� �
� &	�!" &���� � � ��( )Γ��
#��" 6��3 . 

�"�'%	
1 : 7��
2 2 2

d c b a
γ β αδ − − −= = = = ��*�� 

2 2 2a b c d+ + − 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − < �2� Γ = ∅ 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − = �2� ( ){ }, ,a b cΓ = Ω 

 (* ��� �,�2 2 2 0a b c d+ + − > �34��� &��� �2� ( ), ,a b cΩ 

 ��%�	-�2 2 2r a b c= + +. 
"�'%	
�2 ��- ��% ��	 ��
 &
��	�
� ���*
! ��#�  

                        ( ) ( ) ( )2 2 2
x a y b z c k− + − + − = 

 &��3 &#!�"
� &���! ���	
��!

2 2
2

2 2
X X X

α αα    + = + −   
   

 

 (* ��� �,�0k < �2� ( )Γ = ∅ 

 (*,� ��� �0k = �2� ( ) ( ){ }, ,a b cΓ = Ω 

 (* ��� �,�0k > �2� ( ), ,a b cΩ ��%�	-� r k=. 

  4    �+'�%�, �-.� �!'(� ��
! �	��(�. 

 ��

( )S �*� &���  �3��"8�[ ]AB &
��	� ��% ��9*�
 ( )S 6��3 

��
#��": 
�"�'%	
1   

( ) ( ), , . 0 . 0
A B

A B

A B

x x x x

M x y z S AM BM y y y y

z z z z

− −   
   ∈ ⇔ = ⇔ − − =   
   − −   

����� �����

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z⇔ − − + − − + − − = 

 �"�'%	
2: 
 &:�9
� ;�-�!� ��	
�� 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0A B A B A Bx x x x y y y y z z z z− − + − − + − − = 

  5   )����� ��
! 0%�"�. 

(a��

  ( )S �34��� &��� Ω ��%�	-� r� ( )P &���� � � �� $�
�� 

 7"�#
( )S � ( )P ���*! ��#� ( )( ),d d P= Ω1<�* .=( 6��3� : 

(i 1��� �,� d r> �2� ( )P >��? � �� ( )S) ( )P 7"#� < ( )S.( 

(ii ��� �,� d r= �2� ( )P� ( )S ;��*� &"#� �� ��	"�#
� H ��#�� 

 �� &
�*
� A,3 ��( )P � B��� ( )S �� H B��

� "#�� H��
� �3  "#

 � '���	
�Ω ��% ( )P. 

(iii 1��� �,� d r< $�
��
� �2� ( )P 7"#� ( )S ;�C��
� 5�� ( )� 
 $�
��
� ��� ;�� ��
�( )P �3 �34��� �

� H � '���	
� "#��
� Ω 

 ��%( )P ��%�	-� 2 2r r d′ = −. 

(b 1��� �,� ( )( ),d PΩ �2� ( )PΩ ∈��#��  $�
��
� �� &
�*
� A,3 �� 

( )P'�"8 $�
��  . $�
��
� &
�*
� A,3 ���( )P &���
� 7"#� ( )S 5�� 

 $�!�
� ;�C��
�( )� ��� ;�� ��
� ( )P�34��� �

�  Ω �3 ��%�	-� 

r. 

(c ��

 ( )S �34��� &��� Ω ��%�	-� x. 

(i ���� ( )P � ����� ( )S,�  ��� �,� "#�� �( )( ),d P rΩ =. 

 

(ii ���� ( )P � ����� ( )S �� A ��� �,� "#�� �,� ( )AΩ ��% '���% 

( )P �� A. 

(iii &����
 B���
� $�
��
� ( )S �� A �� ���
� $�
��
� �3 A � AΩ
����
 

+��% &�����. 
  6    *�"���� ��
! 0%�"�: 

 ��#
��
� �!
	�  ( )
0

0

0

:

x x t

D y y t

z z t

α
β
γ

= +
 = +
 = +

 

 &���
��( )S��

��	� �

�  : 

( ) 2 2 2: 0S x y z ax by cz d+ + + + + + =  

 &���
� 7"�#
 &���� � � ��( )S ��#
��
�� ( )D&���
� �*! ��#� : 

 
( )
( )
( )

( )

0

0

0
2 2 2

1

2

3

0 4

x x t

y y t

z z t

x y z ax by cz d

α
β
γ

 = +
 = +
 = +
 + + + + + + =

 

 ��	� �,�
�x  � y  � z   ��)4 ( &���(
� & ��
� �� &
��	� ��% �9*�
 ��
�� �t. 

 ���
∆&
��	�
� A,3 4��� : 

(i ��� �,� 0∆ <��
 B�
 &
��	�
� �2�  �,� �* ( )D 7"#� < ( )S. 

(ii ��� �,� 0∆ = �,� ���*� =* �!#
 &
��	�
� �2� ( )D 7"#� ( )S �� 

 ;��*� &"#�H�� ��#��  �� &
�*
� A,3 ( )D � B��� ( )S �� H. 

(iii ��� �,� 0∆ > ����
?� ���* �!#
 &
��	�
� �2� 2 1t ) �,� tو )D 7"#� 

( )S ��
"#� �� B 
�*% ��9�� �A 1��(��*و� B � Aو�	� 

2 1t �� tو )3(� ) 2(� ) 1.( 

(III�����	
 �
��	
  

1D ���
 ( ), , ,o i j k
�� �

��-�!� ������ ����	
� ���	� . 

 
�
� �!
	�� ��
� 

x

v y

z

′ 
 ′ 
 ′ 

�
 � 

x

u y

z

 
 
 
 
 

�
 

 ����
  .
y y x x x x

u v i j k
z z z z y y

′ ′ ′
∧ = − +

′ ′ ′
�� �� �

 

  2   ��
� 
�
� ���
 u
�

 � v
�

 ��� �,� "#�� �,� ����#
�� 0u v∧ =� �
 

  3   (a 1��� �,� u
�

 � v
�

 $�
��
 ��
� �� ��
� 
� ( )P �2� u v∧� �  

 ��% &�����( )P. 

(b ��

 , ,C B A &��#
�� ��E "#� .=(  ) ��	�0AB AC∧ ≠
���� ����

 ( &� 
�
�

AB AC∧
���� ����

 $�
��
� ��% &����� ( )ABC. 

  4    .�(�
� &*��� ( )ABC �3  
1

2
S AB AC= ∧

���� ����

 

  5    F=�� '4��
�
� &*���( )ABCD �3 S AB AD= ∧
���� ����

 

  6    ���
 ( )D �� ��� ��#
�� A &� 
�
�! + ��� u
�

 ��

� M&"#� . 

����
  ( )( ),
AM u

d M D
u

∧
=

����� �

� 

  7   (* u v v u∧ = − ∧� � � �
  

     (*  ( ) ( )u v u v u vα α α∧ = ∧ = ∧� � � � � �
 

    (*    ( )u v w u v u w∧ + = ∧ + ∧� � � � � � �
     

     (*    ( )u v w u v v w+ ∧ = ∧ + ∧� � � � � � �
 

  8   ��#
�� 7"�#
 &���� � � �� ( )D &���� ( )S ���* ���� 

( )( ),d DΩ�
�
�� �( 7"�#

� >. 

 



وا���� ی����ر���ا��وال ا�� 

(I          ������� 	
����
��� ����  
   1    ����
 

 ������ ���	�� 
���
�� ���������� ���	 ���
F���	��  

                   
] [: 0,

1

f IR

x
x

+∞ →

→
 

  ���� ����� (1) 0F = �� ��� ���
� ln �� Log 

��� �� 
(a      (∗  ] [ln : 0, IR+∞ →     

          (∗  ] [ln 0,D = +∞ 

(b     (∗���
   ���	�� �( ) ln( ( ))f x u x= 

              �
�	� ( ) 0fx D u x∈ ⇔ > 

       (∗  ���	�� ����
 ( ) ln ( )f x u x=   

              �
�	�  ( ) 0fx D u x∈ ⇔ ≠      
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